Fonctions derivees

Objectifs :

Définir la fonction dérivée

Connaitre les fonctions dérivées des fonctions usuelles

Savoir utiliser les formules donnant la dérivée d’une somme, d’un produit, d’'un quotient
Etudier les dérivées de fonctions plus composées a ’aide de ces formules

1. Fonction dérivée

Soit f une fonction définie et dérivable en tout a d’un intervalle I.
L’hypothese “dérivable” signifie que pour a € I, limy,_,q W existe.

On a appelé cette limite < nombre dérivé de f en a » au chapitre ?? et on 'a noté f/(a).

Définition 9.1 Soit f une fonction dérivable en tout = d’un intervalle I, alors la fonction qui & = associe
f'(z) est appelée fonction dérivée de f sur I. On la note f.

Exemple : Si I'on considere la fonction ”position”, notée ¢ — s(t) (on consideére dans ce cas une ”abscisse
curviligne”), qui & un instant ¢ associe la position d’un solide sur sa trajectoire, alors :
e la fonction dérivée de s(t) correspond & la vitesse du solide, on la note donc v(t) au lieu de s'(t)
e on peut méme chercher la fonction dérivée de v(t), celle-ci correspond a Paccélération du solide, et on la
note a(t) plutdt que v’ (t) ou que s”(t).

s(t1)

s(t2)
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2. Dérivées des fonctions usuelles

A. Fonction constante

Soit k€ Ret f:z > k, pour € R. pour h # 0, w:%zo.
Donc f est dérivable sur R et pour tout z € R, f'(x) = 0.

Propriété 9.1 La dérivée d’une fonction constante est la fonction nulle.

B. La fonction z — 2™, n € N*

Propriété 9.2 Soient n € N* et f la fonction définie sur R par f(z) = z".
Alors f est dérivable sur R et pour z € R, on a f/(z) = na"~!.

Démonstration /dée de la démonstration :

Soit = € R et & un réel non nul. Calculons le quotient Z“=/") On a d'abord f(x + h) = (z + h)™. En
développant cette expression on va obtenir des termes en 2™, en 2"~ ! x h,en 2”2 x h2, ... eten h". En
observant attentivement la maniére de développer le produit (z + h)(z + h) ... (x + h), on remarque que le
terme 2™ apparaitra une seule fois et le terme z”~! x h apparaitra n fois. On a donc :

(x+h)"=a"+nxa" th+.. . 2" K24 ... L A"

Donc :

B n—1 n—=2p2 4 . n
f(:v+h}z fz) _nxa Pt Wt QG )

avec Q(zx, h) une expression polynomiale dépendant de x et de h : sa limite lorsque h tend vers 0 existe
donc. Ainsi, on obtient :

lim fath = flz) = lim (nz"~ '+ hQ(z,h)) = na""

h—0 h z—0

Remarque : On a donc les résultats suivants :
e si f(z) =z alors pour z € R, ona f'(x) =1
e si f(z) = 2% alors pour z € R, on a f/(x) =
e si f(z) = 2? alors pour z € R, on a f'(z) =
e . ...
Exemple : Soit f la fonction définie sur R par f(z) = z3. Déterminer I’équation de la tangente & €y au point
d’abscisse 1.
Le coefficient directeur de la tangente & % au point d’abscisse 1 de € est f’(1). Pour calculer f/(1) on peut
utiliser deux méthodes :
e la définition du nombre dérivé : c’est la limite lorsque h tend vers 0 du quotien
e ou, et c’est plus rapide, la fonction dérivée de f : on a pour tout = € R, f/(x) = 322 ; donc
F(1)=3x12=3.
De plus, on a f(1) = 1% = 1. L’équation de Ty est donc : y = f/(1)(x — 1) + f(1), soit y = 3(z — 1) + 1 ou
encore, en réduisant : T} : y = 3x — 2.

2z

322

¢ LA+ —fQ1) .
h b

C. Fonction inverse

Propriété 9.3 Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = 1.

Alors f est dérivable sur R* et pour z # 0, f'(z) = — 5.

Démonstration Pourz #0eth #0telsquexz+h#0,0na:

z—(x+h)
fla+h)—f@) _ mm s _ ewsn) _ —h 1
h h z(x+ h)h x(z + h)
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Onadonc:

lim
h—0 h h—0

UCESRS (C S R I

Exemple : Soit f la fonction inverse : pour z # 0, f(z) = % Déterminer une équation de la tangente a ¢ au
point d’abscisse 1.

Cette tangente 77 a pour équation y = f'(1)(z — ) + f(1).

Pour la déterminer nous avons besom de f'(1) et de f(1) =1 =
On a pour tout = # 0, f/(x) = —=5 donc f'(1) = % = —1.

Ainsi T apouréquationy:—lx(x—l)—l—ls T y=—x+2.

D. Fonction racine carrée

Propriété 9.4 Soit f la fonction définie sur R, par f(z) = /.
Alors f est dérivable sur R* et pour z € R ,ona f'(z) = ﬁ
Attention : f n’est pas dérivable en 0
Démonstration Pour z c R} eth € R} ona:
fle+h) —f@) _Vath—vVa_ Vath —va° _ h _ 1
h h MVT+h+T) h(Ve+h+vz) Veth+yz
Onadonc:
lim M = lim L = L
h—0 h =0z +h+z 2T
Siz =0, pourh>0,0na M = % = % Ainsi, lorsque h tend vers 0, v aussi donc T prend des
valeurs de plus en plus grandes. Donc la limite lorsque & tend vers 0 du quotient Z+=7(0) yexiste pas :
fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0.

Application au tracé de la courbe :

Pour tracer la courbe représentant la fonction racine carrée on dresse un tableau de valeurs et pour chaque
point de ce tableau on calcule le coefficient directeur de la tangente a la courbe en ce point, puis on détermine
I’équation de la tangente :

a i 1 2 +
F@ | L[ 1] V2
fla)[1]13] 55 C
B
A
e ena= %, I’équation de la tangente est :
y=1x(x—%)+3soity=ax+1; -
e en a = 1, 'équation de la tangente est : J
Y=z (x—1)+1s01ty—fx+§, /
e en a = 2, ’équation de la tangente est : -~ > I

.

y—2\[(30—2)4—\/5501‘03;—M ‘/_
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3. Opérations sur les fonctions dérivables

A. Dérivée d’une somme

Propriété 9.5 Soient v et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.
On note f la fonction définie sur I par f(z) = u(z) + v(z) (on note aussi f = u + v sur I).
Alors la fonction f est dérivable sur I et pour z € I, f'(z) = v/(x) + v'(x). On note f' =’ +v'.

Exemple : Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2 + 22 + 3.
f est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R, et pour z € R, on a : f'(z) = 322 + 2z

B. Produit par un réel

Propriété 9.6 Soient » une fonction dérivable sur un intervalle I, et A un réel quelconque.
On note f la fonction définie sur I par f(z) = Au(z) (on note f = A\u sur I).
Alors la fonction f est dérivable sur I et pour z € I, f'(z) = Au/(z). On note f/ = A\u’.

Exemple : Soit f définie sur R par f(z) = 222, et g définie sur R par g(z) = 423 — 2z.
Alors, f'(x) =2 x 2z et ¢'(z) = 4 x 322 — 2.

Conséquence :
Les fonctions polynomes sont donc dérivables sur leur ensemble de définition.

C. Dérivée d’un produit

Propriété 9.7 Soient v et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.
Soit f la fonction définie sur I par f(z) = u(z)v(z).
Alors, f est dérivable sur I et pour z € I, f'(z) = v/(z)v(z) + u(z)v'(z). On note f/ = v'v + uv'.

Démonstration (/dée de la démonstration) Poura c Teth #0telquea+heIona:

(uwv)(a + h) — (uv)(a) _ u(a+ h).v(a+ h) —u(a).v(a)
h h
_ u(a + h).v(a+ h) —u(a).v(a+ h) + u(a).v(a+ h) — u(a).v(a)
h
_ U(a+h)xu(a+h)—u(a)+u(a)xv(a+h)—v(a)

h h

Orona lim v(a + h) = v(a),
h—0

. u(a+h)—u(a) _ 4
T = wla)
et lim M — fvl(a)_
h—0 h
En admettant que (sous certaines conditions remplies ici) la limite d’un produit est le produit des limites (et

de méme pour la somme) on obtient donc :
(uv)(a + h) — (uwv)(a)

}llii% o =wv(a) x u'(a) + u(a) x v'(a)

Ceci est vrai pour touta € I doncsur I ona f' = u'v +wv'.

Exemple : Soit f la fonction définie sur R, par f(z) = 23\/x.

_ .3
f est dérivable sur R* comme produit de fonctions dérivables : f s’écrit u x v avec { Z((i)) B T/E , ol u est

dérivable sur R et v dérivable sur R .
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/ — 2
On a donc : { u/(:c) B 331: .
@) =5
Avec ces notations, on a f’ = v'v + wv’ donc :
1 3
Pour z > 0, f'(z) = ' (z)v(z) + u(x)v'(z) = (32%)Vz + 2® x NG 322z + ;W

En simplifiant, on obtient méme :

1 Vv 1 7
/ 2 3 2 2 2
z) =3x°Vx + —x° X =xVr+ -V = 2"z
i) =80tV + 5ot x X = ot VE 4 satVE = et Ve
Remarque : Dans le cas de cet exemple, la propriété ?? permet d’affirmer que f est dérivable sur Rx, mais
elle ne permet pas de conclure sur la dérivabilité de f en 0.

Pour cela, revenons a la définition du nombre dérivé : f est dérivable en 0 si le quotient w admet une
limite réelle lorsque h — 0. On a :

FOAD 1O _WVE _ o

Donc :

lim w = lim R2Vh =0
h—0 h h—0

Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

Propriété 9.8 (Conséquence) Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.
Soit f la fonction définie sur I par f(z) = (u(z))’.
Alors la fonction f est dérivable sur I et pour tout x € I, on a f/(z) = 2 x u(x) x u/(x). On écrit :

(u2)l = 2uu’

D. Dérivée d’un quotient

Propriété 9.9 Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, avec v(zx) # 0 pour x € I.

Soit f la fonction définie sur I par f(x) = 4.

Alors, f est dérivable sur I et pour x € I, f'(x) = “MD-t() On note f7 = wr=ur’,

Démonstration (/dée de la démonstration) Poura c Ieth#0telquea+h e lona:

fla+h) - flo) = 20024

u(a + h).v(a) —u(a).v(a) +u(a).v(a) — u(a).v(a+ h)
v(a + h).v(a)

_ m x (v(a) X (u(a+ h) — u(a)) +ula) x (v(a) — v(a + h)))

On divise le tout par &, on obtient :

fla+h) — f(a) _ 1 " v(a) X (u(a+ h) —u(a)) +u(a) x (v(a) —v(a+ h))
h v(a+ h).v(a) h
B 1 u(a + h) — u(a) v(a) —v(a+h)
= Saihe@ X (v(a) X + u(a) x — )

Orona lim v(a + h) = v(a),
h—0
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lim weth—ule) u'(a),
h—0
et lim 2ath=vle) _ ,r(g).
h—0 h
En admettant que (sous certaines conditions remplies ici) la limite d’'un produit est le produit des limites (et
de méme pour la somme et le quotient) on obtient donc :

fla+h) = f(a) _ v(a) xv(a) —u(a) x v'(a)

lim =

h—0 h (v(a))?
Ceci est vrai pour tout a € I donc sur I on a f/ = e uv’,
Exemple : Soit f la fonction définie sur R, par f(z) = 2573.

f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas : on
o u(z) =3z — 4
af=73 avec{ o) =22 +3

/ — ’ /
On a donc : ,( )=3 . Et ainsi, f/ = “*5* Donc :
() =2 v
3x (22 43)— 3z —4) x (2z) 32> +8z+9

Pour z € R, f'(z) = s = Ly

Conséquence :
Les fonctions rationnelles (quotients de deux polyndmes) sont dérivables sur leur ensemble de définition.

Propriété 9.10 (Conséquence) Soit u une fonction définie, dérivable et qui ne s’annule pas sur un inter-
valle I.
Soit f la fonction définie sur I par f(z) = ﬁ

u'(x)

Alors f est dérivable sur I et pour z € Tona f'(z) = —u@)? On écrit :

4. Formulaire

Dans la suite de ce formulaire, k est un réel quelconque fixé et n est un entier naturel non nul.

Fonction f Dérivée f’ Ensemble de
dérivabilité de f
z—k z+—0 R
T z—1 R
x> z? T 2z R
=" x = nal R
I *
T =T T — m R%
T = l €T — _% R*
x x

x — cos(z) x — —sin(z) R
x +— sin(x) x +— cos(x) R

Quelques rappels :
e si u et v sont dérivables sur I, alors u 4 v est dérivable sur I et (u+v) =u' +v';
si f est dérivable sur I, alors, kf est dérivable sur I, et (kf) = kf’;
si u et v sont dérivables sur I, alors uv est dérivable sur I et (uwv)’ = u'v +uwv';
si u et v sont dérivables sur I, avec pour z € I,v(x) # 0, alors ¥ est dérivable sur [ et (%) =

’ ’
U Vv—uv
v2
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